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Über  einige  allgemeine,  auf  Knotel1verbindungel1 
bezügliche  Gesetze . 
Von LlHlwig Koller, 
') .  .11b'l'er  an  der  Wä;ner  Ilochsckule .fii}'  lJl)aencnltuJ·. 
(Mit  1  Tafo!.) 
(Vorgelegt In der  Sitzung  am  31.  Jänner 1884.) 
Fuhrt man durch bieg'same Ringe läng's deren Mittellinien in 
sich  selbst  zurücklaufende Schnitte  1  so  entstehen  bekanntlicll t 
bei  gewissen Umlaufs- uud Drehungszahlen der letzteren eigcn-
thiimliche Verschlingungen, welche  je nach  dem  Rinne  der 
Drehung  als  positive  oder  negative  Knotcnverbindungon 
auftreten, sich also stets aus gleichsinnigen Knoten zusammell-
setZeI!.  Die Anzahl  und  die  Reihenfolge  dieser Knoten  ist  im 
Allgemeinen  eine fixe;  nur  dann,  wenn  deren Windungszahlell 
theHweise verschwinden,  wird eine weitere Rednction der betl'ef-
fenden Knotenverbindung mäg'1ich 1  und zwar gelten speciell  für 
pos  i ti  v e  Knotenverbindungen  die  11 achstehenden  empirischen 
Trall,sformationsgleichungen: 
(1)",  [(+)[:(-I-)a(+}t,(+)", ,·1  =  1(+)"(+)6(+)""  ·1, 
(2)  [Aas A{tj A{t7 ' ...  ta~"-j] - ,  ,  ,  1  2  a  ~. ,.-j  .-
1  S.  h.  die  im  LXXXV.,  LXXXVII.  und  LXXXVIII.  Bande  der 
Sitzb.  der  k.  Akad.  erschienene  Abhandlung meines Lehrers,  Prof.  Dl' 
Oskal' Sill1ony: "Über eine Reihe neuer mat.lwmatischer Erfahl'ungssätze'" 
dessen für  Knotenvel'binduug'en  gewählte Nomenclatur ich in Fo-Igenden~ 
ullveriiudel't beibehalten habe. , 
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in  welchen  die  Grössen:  k,  {(,  b,  e, ...  ;  (/11  {(2'  {/3"  ..  a:2r--1,  1t:2J' 
beHe bige positive  ganze Zahlen  bedeuten,  und die  Symbole: 
A, B, C,  D i  Al'  Cl;  A2 ,  C2 ;  A3 ,  Ca i ...  , An,  On;  . "  ihrerseits 
durch (He  Formeln: 
A =  (+-)0' B =  (+-)\1  C =  (-t-\", J) =  (-+-)",+1 i 
Al =  A(BA{ll-1Y2,  Cl  =  C(DC02-1)a'lj 
definirt werden.  Eine Vertauschung von  (+) mit (-) liefert die 
corresponclirenden Transfol'mationsgleichung'en fUr  negative Kno-
tenvel'binclungen,  womit  s ämm tli  eh e  Beziehung'en  gegeben 
SÜHl,  welche  elie  möglichen  Umformungen  von,  in  biegsamen 
H i  11 gen erzeugbal'en Kllotenvcl'bindungen betrelfen. 
Indem ich mir  die Anfg'abe  stellte,l auch  fUr  andere aus 
gleichsinnigen 2  Knoten  gebildete  Knotenvel'billdnngen  analoge 
Transformationsgleichungen aufzufinden, gelangte ich nach zahl-
reichen,  mit 2-8  Meter  langen,  biegsamen  HanlsclmUren 'Von 
3 mm. Dicke  vorgenommenen Experimenten zu  folgenden  empi-
rischen Relationen: 
[BA
4 BA\  =  [(+)2 (+);,) , 
[BAG B  .. ,J'I]  =  [(+-)4 (+)7], 
[BA8 BA:! BA"] =  [(+)il (+).~ (+\1, 
lBA BA
2 1LP BA4]  =  [( +}; (+)4 (+-)3 (+)21, 
(BAS BA
7 BA;; BA"I =  l( + \1  (+)1 (+)8 (--1-)\1]' 
JBA8 IJA2 BAt HIP) =  [(+)(l (+)8 (+)3 (+-)\11, 
1  leh erhielt die Anregung hiezll in zwei, im Juni 1883 über diesen 
Gegenstand g'ehaltenen Vortl'lig'en  Prof, Si m ony  ';;  und l!preche  ihm hier 
auch für die Unterstützung, welche er mir bei det' definitiven Formnlirtlllg 
meiner Beweise zu Theil werden liess, meinen Dank aus, 
2  In Folgendem habe ieh lediglich die auf positive Knotenverhin· 
clul1gen  bezilglichen  Typengleichungeu  angeführt,  da  hi('l'Itus  jene  für 
negative Knotenverbin(lnl1gen durch einfache Vertauschnng von (+) mit 
(-) resl1ltiren, 252  K  0  II e 1'. 
[B..12 BABA3B..1']  =  [(+)8 (+)4 (+)2 (-1-);~!, 
[BA5 BA3 BAB2] =: [(  +)i  (+)2 (+  )!~ (+  )I\J, 
[BA7 BA2. B2 ..13 BA;;]  =  [(+)ß (+)4 (+)1 (+)3 (-1-)8]' 
[(BA2):J (BA4)2 BA3] =  [(+)4 (+  ); (+  Xii· 
[B'!Ar, BA'! BA3 B] =  [(+)1 (+)4 (+);; (-t-)jj (+)iJ, 
[(BAß? (BA)'! Ba]  =  [(+)~ (+)i (+);1, 
[(BAß)3 (BA)4 (B.A3Y~ (BA2)'!] =  1.(+ n  (-+-n  (+)~  (-1-y;], 
[(BA  2)2 (BAB)2] =  [f(+)1  (+)2F(-I-)~I, 
[(BA2 B)2 BAa B]  =  [(-1-)1  (+\~ f(-t-)J  (+}J} 21, 
welche  sich  unter  keine  einzig'e  der  Gleiclmngcll:  (1),  (2),  (H) 
subsnmiren lassen  und  daher  den  empirischen  Ausdmck  eineR 
bisher  unbekannt  gebliebenen  Transformatiol1sgesetzcs  bilden, 
Ihre  in  cl nc ti  v e  Verallgemeinerung'  führte  mich  zu  der  nach-
stehenden symbolischen Beziehung: 
(I), ..  I. RAP! lJAl'2 BA1'3 . .. BAP"':I = 
=  [(+)pm+l ... (+)P3+1(+)P:1+1 (+)pcl-11, 
in  welcher]111 P21 Pa"  .. P",  beliebige positive ganze Zah-
len vorstellen,  aber aueh theilweise oder insgesammt verschwin-
den können,  ohne  eHe  Giltigkcit von  (r)  aufzuheben. 
Diese Relation ist übrigens noch weiterer Verallgemeinerun-
gen fällig. 
Sind nämlich die Exponenten: 1'11  [121 Pa' ... ]1",  zum 'rheHe 
einander  gleich,  also  beispielsweise ql  der gemeinsame \Verth 
der ersten 1'j-Exponenten, q2  der gemeinsame\Yerth der nächsten 
1'2' auf jene J'j-Exp;:;nenten  folgenden Exponenten, ... endlich q" 
der g'emeinsame Werth der 1',,- letzten Exponenten, so verwandelt 
sich (I) in: 
[(BAQly"l (BAQ2Y2 (BAQaya . . , (BAgl/yn] = 
=  [(+)'"11  (+)I""-J  ...  (-1-)1'3  (-1-)"2. (+)1'1  ] 
qn+1  q"-J+1  q3+1  q:J+1  q1-1-1  ' 
welche  Gleichung  die  vorhergehende  als  Specialfnll  in  sich 
schliesst  und  in  leicht  verständlicher,  abkürzender  Symbolik 
durch: 
(Il  ,  )  [G II]  =  [DiI] 
ersetzt  werden  mag.  Es  ist  dann  - TIntel'  1"  1il  1J'  "J'  • 
H1'  2'  '3"""" 
\ 
\ 
r 
\ Üb. einige alIgem., auf Knotellverbindullgen bezUg!.  Gesetze. 
illl  1l2 >  113",  •  113  beliebige  positive  ganze  Zahlen  gedacht  -
offenbar: 
[G
m3] =  [H
1JI3]  [GII/B'l =  ['L1
'118
]  '/'/  ~l.  ,  •••  T II  1'11'  3  "3  s  '  •  -
also kraft dem in (I) enthaltenen Gesetze sehliesslich: 
/111)  \  G ln1 G'I'2 Gm"  f,m
8
]  ~  , ••.  T n1 T I12  T/la •  ••  'T1I8 _ = 
womit die  weitgehendste theoretische Verallgemeinerung  ge-
wonnen ist, welche die Relation (I) Uberha.upt gestattet. 
Die grosse Allgemeinheit, welche den Beziehungen (H)  und 
(lU) zukommt, macht es nunmehr wahrscheinlich,  dass auch die 
Transformationsgleiclnmgen  (2)  uncl  (3)  iu(lirect  in  denselben 
enthalten sind. 
Jedenfalls  gilt  dies  zunächst von  den  beiden einfachsten, 
ans (3) und (2) fUr  l' =  1, l'  =  2 entspringenden Specialisinmgel1: 
[(BA(ll-1YI2-1] = [C(l2-1J, 
[{A(BAlt1-1  Y'2j(t3]  =  [Ca2 (Dca2-1)as-l], 
da  in  der  zweiten  derselben  das  symbolische  Procluct  linker 
Hand 1 auch in der Gestalt: 
A {(BAal-1YI~-1 H.c1(tll(l3-1 (BAal-l)a2 
darstellbar,  also gemäss (1) dem Ausdrucke: 
{(Bk"l-IYI2-I BAa1}tlg-I (BAal-l )a2 
äquivalent  ist.  - Denn  setzen  wir  in  CIl)  n=  1,  fJ!  =  ([1-1, 
1'1 =1, beziehungsweise n=2, 11 =a1-1,1'1=fl2-1; Q2=ap 
1'2 =  1,  so ergibt sich sofort: 
[BAal-I] =  [(-+-)al] 
[CBA{/1-1Y'2-1 BAal] =  [( -+-)al+J (-+-)~:-l], 
1  Natürlich sind hiebei nur solche Umformungen ohne weiteren COlll-
mental'  zulässig,  welche  das Pril1cip  der U n v e l' ta  u s eh bar  k c it siilllmt-
Iicher FactOl'cn in keinerlei Weisc alteriren. 254:  K 0  11 er. 
folglich unter Anwendung  unserer dritten Flludamentalgleichung 
einerseits: 
anderseits; 
[{(BAal -lYI~-llual1  (/3-1 (BAal-I)";;] = 
=  1·(+' rt2  S( +).  (+)[t2-
1
1
Ila-
1J 
.  )al l,  "1+1,  1{1  f  , 
welche Hesultate  vorläufig'  die  nichtigkeit unserer  s 11 e eie  11 e 11 
Behauptung erweisen. 
Um  im  Anscblu;;se  hieran  aUGh  unsere allgem ei lJ e  Be-
hauptung  hU  rechtfertigen,  gehen  wir  von  der Betmchtung des 
symbolischen Prodl1ctes: 
ans, welches infolge der Bedeutung von Al und der Gieicltung (1) 
die Schreibweise: 
erlaubt, mithin in letzter Linie aus lanter Factorell VOll der Form 
BA? besteht.  Es wird daher auch gestattet sein,  dOll,  durdl  die 
Relation (2) diesem Proclucte zugeordneten Ausdruck: 
in  demselben  Sinne  P  gleichzusetzen,  wie  dies  mit  Il in 
Bezug auf G geschehen ist, und ebenso das Product: 
P'=PA,-_l, 
welches durch Vertauschung VOll  {{-1"-1  mit a~'--l+  1  clireet aus P 
abg'eleitet werden kanu, mit: 
zn identificireu.  Dies vorausgescbickt ergeben sich dann fUr: Üb.  einige allgem., auf Knotcuvcl'binclungen beziigl. Gesetze.  2i)f) 
nach Einf'lihrung' der Gleichung: 
A,  =  A  . (l:~ Af/l-1  4{laAfl5  '1ft,  Aa2;'-I)'II~I'-
l'  ,/'-1  .  ).i:l  .r.  1  G.r.·)·· •  -
,  '  ;.  ~  • .J  1'-1 
- ,1  (B 1(11 1:J)' (121' 
- .L 1"-1  ../1 
folgentle einfache Transformat.ionen: 
PA~~""+] =  P{A"_l  (BAal P)1I2 1'\ ((2,+1 = 
=  PA"_1 {(BAal  p)a2" A1.-d (t;!.,'+1-1 (BAat  PYI;!.,. 
=  P' t(BAIf1  Pt~1'-l  BA((j PI}  (I~"+1--1 (BAuJ  P)(l21', 
deren letzte  eine dil'ecte Anwendung  Üer  dritten Fundamental-
gleichung ermöglicht und so auf das Resultat: 
PA~2"+1 = (Qn t'.l,' {Q' D(QD)a2,.-1} (l21'-H-1Q' 
fiihrt.  Nun ist aber,  wenn wir C(t:!-l  C~14 C~G, . , C~:~~-~ der KUrze 
wegen mit E  bezeichnen: 
rl  _.fT  (L')T/)il21'-,1  ()  _  FC  (Dll')(t2r-l-1 
(...11'  ___ ,1  - l.Jr_~  ,I':';  ,  .....  - ~ -"1'-2 \  .:.J  , 
(Q1JYI2r =  Ec~~~~·-;-l C"-2 (DE){l2,.--1-1 D, 
Q!])(QDy,;!.,·-l =  ECr_ 1 IJlEC::,:"j-2  C"_2 (DBY'21'-1-llJ, 
{Q' D (Q nYI21.--11 (l;l.,.+ 1--\  Q  I  = 
= E(C  Dflffl:!.",,-1)il2"+J-2 C  lJE(/";1.I',  =  -.11'-1  _.JJ  .1,,'-1  1'-1  ;J  1'-1 
also schliesslich: 
wonach fi.Ü'  PAfI!J,+l  auf Gl'uudlage  der Relationen (Ir) und  (IlI) 
r 
dieselb e  Transformatiol1sg1eichung resnltirt,  welche  fitr 
den diesem Producte äquivalenten Ausdruck:  AP  A~:~"+l ,aus  (2) 
durch Vertauschung von l'  mit 1'+  1  hervorgeht.  Auf  diese Art 
bildet die  Gleichung'  (2)  eine  l10thweuclige Consequenz  VOll (U) 256  K 0  11 e r. 
und (IlT) für l' =  1'+1, sobald sie fUr l' =  l' eine solche vorstellt, 
und da wir die der Specialisirnng  }' =  2  entsprechende Special-
form von (2)  c1irect.  aus (11)  und (III)  abg'eleitet haben,  ist nun-
mehr  apagogisch nachgewiesen,  dass  sich sämratliche Spe-
cialisirungen von (2) unter CU)  Hnd (lU) subsummiren lassen. 
Es  sind  also  auch  in  den  bereits  mehrfach  vel'werthetell 
Relationen: 
i. P] =  [Q J,  [Pli =  [Q'] 
die Auschücke: P, Q;  pi, Q' einander nicht nur in demselben 
Sinne,  sondern  auch  nach  denselben  Gesetzen  wie  G 
und H zugeordnet,  welche Folgerung im Verein mit Cl)  und (IlI) 
einen  clirectcn Beweis von (3) ermög'licht. 
Gemäss  der GleiclJUl1g  (1)  ist  nämlich  das  in  Ci»  linker 
Hand stehende symbolische Prodllct gleichbedeutend mit: 
pi CB.Aa!  p)C/'!.I'-l , 
folglich nach (lU) trnnsformirbar in: 
=  P C(('2,'-'2  C  ,(DE)ll2"-1-1 DH C  =  E CII\],· 
_.t.J  1'-1  r-2.:J  ~  ']'-1  )'_j , 
welch' letzterer Ausdruck  in der That  mit dem in (3)  rechter 
Hand stehenden symbolischen Prodncte zusammenfällt. 
Nachdem  so  die  Richtigkeit  unserm'  allgemeinen  Be-
hauptung für beide Relationen (2) und (3)  dargethan ist,  recurri-
ren wir nochmals auf Gleichung (I),  weil wir  dieselbe vorläufig . 
wohl als Ausgang'spunkt  analytischer Betrachtungen benUtzt, 
aber noch nicht geometrisch intcl'pretirt haben. 
Zu  diesem Zwecke ennitteln wir jetzt die Ordnungszahlen: 
8.  8'  jener Knotenverbindungen ,  deren Typen  durch  die  linke 
und rechte Seite von (I) wiederg'egeben werden. 
Da bekanntlich  die  Ordnungszahl jeder Knotenverbinchmg 
der  um  1  vermimlertcn Anzahl  ihrer  Knoten  entspricht,  ist  im 
vorliegenden Falle: 
,<;  =  m-+- (Pt +P2 +1'3 +, , . +  pm) -1, 
s' =  1n--l, Üb. einige allgern., auf Knotenvel'bindungen bezUgl.  Gesetze.  257 
also,  wenn wir die Summe  Pi -I-P2+Pa-l-· ..  +p",  kurz  mit  SI 
bezeichnen: 
(1.  h. es gilt in Hinblick darauf, dass die linke Seite von (I) durch 
passende Wahl  von  Pt, P2'  Ps,' ..  Pm  jeder  beliebigen  Knoten-
verbindung mit  den Windungszahlen 0  und 1  angepasst  werden 
kann, der nachstehende Schluss i: 
Ca)  Jede  K noten  verbind  uns'  ster  Ordn un g,  von 
deren  8-1-1  Windungszahlen  etwa  ,';1  mit  der  Null 
znsammenfallen,  während  cl ie B-S1 -I-1  ü brig'en Win-
d 11 ngsz ah len  gleich  1  werden,  lässt  sich  in  eine 
Knotenverbindung' (s-sl)ter Ordnung trallsformiren. 
Diesem Satze. steht  aber noch  ein  zweiter gegenüber,  der 
sich sofort  ergibt,  wenn  man  die  rech te Seite  von  (I)  (lurch 
EinfUhrung der Bedingungen: 
pm-l-1 =  (l,  pm-l -I-1 =  b,  }Jm-2 +1 =  C 
..  .  .  ..  .  .  .  . 
P3 +  1 =  11, P2 -+-1 =1'  \  PI -I-1 =  1/) 
mit dem 'l'ypllS: [(-I-)a  (-+-)0  (-1-)0'"  . (+)" (-t-)v (-t-)wJ  eine!' Kno-
tenverbindung  von irgend welcher OrdnUllgszahlm-1  und b e-
Heb  i gen Windungszahlen:  Ct,  b,  c,  ... 1t,  V,  w  in Übereinstim-
mung bringt.  Denn substituirt man  die  aus jenen  Bedingungen 
fUr P17  P2'  Pa' ... pm-2,  P'I'-1,  pm  resultirenden vVerthe in (I),  so 
verwandelt sich (I) in: 
(IV) ... je -t-)a (-1-)0 (-1-) •... (-1-)1. (-1-)" (-+-)wl  = 
= [BAw-l BAv-l BAu-I . .. BAc-l RAb-l RAa-l],  d. h.: 
Cf!)  Jede, aus Knot en von  b elie  bigen,  aber  ni eh  t 
verse  h win elend en Wi nd llng szahlen bestehende  Kno-
tenverbindul1g  ist einer  Knotenvel'bindung'  äquiva-
lent,  deren  Ordnungszahl  der  um  1  verminderten 
Summe  jener  Windungszahlen  gleichkommt,  und 
1  Derselbe  ist zuerst von  Prof.  Sirnony (s.  dessen  frUher  eitirte 
Ablmndlung, I. Thell, png. H15)  ausgesprochen abe. lediglich für die Glei-
chung'en  (2)  und (3)  bewiesen wOl'(len,  während die vorliegen den Betmch~ 
tungen dessen allg'emeine Giltigkeit ansser allen Zweifel stellen. 
Sltzb. d. mo.them.-no.turw. Cl. TJXXXIX. Ud. II. Abth  17 258  K 0  11 e r. 
deren Knoten insgesammt  solche  nullt  er  un  cl  erst er 
Art vors  te  llen. 
Unsere  letzte Folgel'Ung  führt nunmehr  auf die  Frage,  ob 
auch frlr  solche)  aus  lauter positiven Knoten  zl1sammeng'esetzte 
Knotenverbindungen,  welche  theils  verschwindende,  theils 
beliebige  positive  ganze Windung'szahlen:  {(u  (t2'  a,P'"  (tlll 
aufweisen und daher (lurch Typenschemata von der Form: 
[( -l-) al (-+--)1;1 (-+--)([2 (-l-)[2 (-+--) (Ga (-+--)3]3 ... (-+--)am (-l-)iim J 
beschrieben 'werden, analoge Äquivalenzen bestehen?  - Indem 
ich diese Frag'e zunächst für die in nachstehender Tabelle: 
angegebenen We1'the  von  (t  [t  [t  ,  n  •  1)  lJ  P  P 
l'  2'  3""  "'m.)  .1'  "P  3)'"  ," 
experimentell zu  erledigen suchte,  ging icb  bei meinen  Ex-
perimenten von  einer eigenthttmlichen  Darstellungswejse  der in' 
I 
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Betracht gezogenen Knotenverbindungen  aus,  die  sich  am  ein-
fachsten wieder auf Grundlage einer speciellen Knotenverbin-
dung, z.  B. jener von dem Typus: 
T =  [(-1-)2  (-+-)~ (-1-)3 (-1-)0  (-+-\  (-+-)0) 
erörtern lässt.  Da die  Knoten nunter Art  die  gemeinschaftliche 
Basis sämmtlicher Knoten nicht umschlingen, 'wohl aber mit ihren 
Schlusstlleilen  gemäss  der  Definition  des  Gattung'sbeg'riffes:  t 
"Knotenverbindung  der (r-l)ten Ordnung"  sämmtliche Uni-
schlingungen  der  vorangehenden  Knoten  durchsetzen  müsseu, 
entspricht dem  erwähnten Typus  ursprünglich  die schematische 
Figur 1  (Taf. I).  Es  ist  aber unmittelbar  ersichtlich,  dass  die 
Schlusstheile  der Knoten  nunter Art  von Fall zu Fall geg'en die 
Bögen der ihnen vorangeheuden Knoten in demselben Sinne 
verschoben werden können,  wie  dies  speciell  fUr  die  in Fig. 1 
dargestellte Knotenverbindul1g  durch  die  schematische Figur 2 
versinnlicht ist.  Dreht man hierauf die betreffende Knotenverbin-
dung  derart  um  180°,  elass  ihre  Basis  hiebei  dem  Be-
obachter  zugekehrt  bleibt,  und  sucht  das  auf  solche 
,;Yeise  umgewendete  Gebilde  ohne wei tere Drehung abel'-
mn,ls  als  eine Knotenverbilldllng  in ihrer Normalstellung zn 
legen,  so  erhält  man  für  die fünfzig,  dmch (He  obige Tabelle 
pl'äcisirten  Specialfälle  Resultate, 2  welche  sich  ausnahmslos 
unter die symbolische Gleichung: 
(V) .. , 
[(  -+-)al (-+-)r1 (+  )a2 (  -+- )~2 (  +  )aa (-1-)::3 ...  (-j-)(tm (-I-)~",] = 
_  (' (-I-)  (+\a",-l  - p",+l  )0  ••• 
. . . (-I-)P3+1 (-I-)~3-1  (--I-)P2+1 (-+-)~9-1  (-+-)1'1+1 (--1-)~1-1] 
subsumiren  lassen.  Auch  hier  verdient  jene Reihe  von  Fällen 
eine besondere Besprechung, in welchen die in (V)  linker Hand 
auftretenden Knotengrnppen: 
(  -+-)al (  -+-)~1,  (-+-)((2 (  -+-)g"-,  ... (-I-)an, (  -+-)t" 
1  S. h. die früher citirte Abhaudlung I. Thl. p. 913. 
2  Da die indllctive Verallgemeinerung dieser Resultate iu ganz ana-
loger Weise wie jeue der frilher mitgetheilteu experimentellen Ergebnisse 
erfolgt, scheint es übel'flüssig, eHe ersteren hier detaillirt anzuführen. 
17* 260  K  0  11 e 1'. 
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theilweise  derart  einander  gleich sind,  dass z,  B.  die ersten 1'1-
Knote~gruppen  den·  gemeinsamen  Typus:  [(-I-\J1  (-I-)~lJ,  elie 
nächsten 1'2' auf jene 1'1-Knoteng1'llppen folgenden Knotengruppen 
den  gemeinsamen  Typus:  [(-1-)('2 (-I-)~21, .. ,  endlich  die  1",,-
letzten Knotengl'uppen  den  gemeinsamen, Typus: [(-I-)  Cn ( -I-)g"] 
besitzen. 
An die Stelle von  (V)  tritt  dann  offenbar  die  allgemeinere 
Relation: 
[ {(-I-)Cl  (-I-)g1} 1'1  {(-I-)02 (-+- )~2} 1'2  {(  -l-)cs (-I-)g31
1
's, , , 
, , , {(-I-)On (-I-)~n}  1",,]  = 
.  [{(-I-)qn+l (-I-)~n-l}  1''',  ,  •  !( -+-)q3+1 (-I-)~3-1l1'B 
{( -I-)q2+1 (-I-)~2-1}  1"2  {(-I-)q1+] (-I-)~1-1l "1], 
oder in,  deI'  correspondirenden Umformung  von  (I)  nachgebil-
deter Symbolik: 
(VI). .,  [211,.]  =  [  ..  N;, ] , 
welche Gleichung - unter 1n1 ,  m2 ,  ma, ' . ,  m.;  n t ,  1l2 ,  1la, .. , u" 
wieder beliebige  positive ganze Zahlen  verstanden  - die  wei-
teren Beziehungen: 
begründet, mithin kraft dem in (V) enthaltenen Gesetze in 1etzter 
Linie zu der symbolischen Formel: 
(VII). ,.  [lH~:l M~;  lJl:~~S. . .  lJl:~~ J = 
= [Nm.  Nms  Nm2 Nml]  n.  ".  ns 1  n2  Tl1 
fUhrt.  Setzt  man  in  (V):  [l1 =  [l2 =  aa =  , . ,  =  am  =  1  und 
ana10g' in (VI)  und (VII):  Cl =  c2  - Ca  ,. ,  =  Cn =  1  J  so  erhält 
man direct die frUhel' aufgestellten Typenrelationen (1), (11)  und 
(IH) ,  so dass auf Grundlage unserer zweiten Gruppe VOll Expe-
rimenten nunmehr eine,  der theoretischen Verallgemeinerung 
von (I)  weit  überlegene  empirische Verallgemeinerung  der-
seI  ben Gleichung ermöglicht worden ist, 
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Ausserdem  liefert  eine geometrische Interpretation von 
{V) die gewünschte  allgemeine Erledignng unserer früher auf-
geworfenen Frage in folgender Fassung: 
Jede Knotenverbindung, deren Typus die Gestalt: 
[(-I-)al (+  )~1 (+  ){t2 (+  )~2 (+){tg (+  ys ... (+)am (+)t"] 
besitzt, also: PI +P2+Pa-l-· •.  -I-pm =  81  verschwindende 
und m  - von der Null verschiedene Windungszahlen: 
(fj) rtv  aa,' ..  rtm  aufweist, ist  einer Knotenvel'bind  ung 
mit  ebenso  vielen  von  der NuH verschiedenen und 
(at +U2 +(13-1- ... -I-ft",)-m =  s2-m  verschwindenden 
Windnngszahlen äquivalent. 
Es' kann  demnach  die  vorg'elegte  Knotenvel'bindllng'  fUr 
m+81 :>82  stets  in  eine  solche  von kleinerer Ordnungszahl 
transformirt werden,  wobei  elie  Anzahl  dm'" Knoten von m+81 
auf 82 )  also um den Betrag:  1n-I-S  t -82  sinkt.1 
Ist dagegen für die gegebene  Knoten  verbindllngm+s  1 kleiner 
als 82,  so repräsentirt dieselbe bereits die reducirte Form einer 
Knotellverbilldung von  h (j her er Ordnungszahl, .  welche  ebenso 
viele Knoten  erster oder höherer Art,  aber eine um:  82---s1-m 
grössel'e Anzahl von Knoten nullter Art aufweist.  2 
Ist endlich fUr  die in Betracht gezogene Knotenverbindung' : 
m+st  =  82 ,  so  liefert  deren  Transformation  jedesmal  eine 
Knotenverbindung' von der  s el  b 1311 Ordnungszahl, aber ande rem 
Typus  ,"  jene Fälle  ausgenommen,  f!ir  welche  zwischen  {t1l {t2' 
(la'  ... (t", und Pi' P2' Pa'  ...  .11",  die Relationen: 
at =p",+l,  (12=PI1I-1+1,  aa=P~'-2+1 
.  .  .  "  '.  . 
a"'-2=Pa+1,  (l",_l =P2+1,  (["'=P1+1 
bestehen, indem die linke und recht.e Seite von  (V) bei Erfttllung 
1  FUr al=~  =  a8 =  ."  =an,=l wird 82=1n, so  üass  diese  Fol-
gerung dann mit  dem El'fahl'llngssatze (n)  zusammenfällt  ... 
2  Dieser Schluss liefert für: 1'1 = 1'2 = Pa = ... = pm =  0; al =  {f, 
a2 =  b,  as = c, .... am-2 =  1t,  am-l = v,  am = 10  den  in  Gleichung  (IV) 
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der  genannten  Becling'ungcn  mit  einander  auch  f 0 l' mal i d e n-
tisch werden. 
Auf diese Art characterisirt das Schema: 
[(-+-)  . (-+-)am-l (-+-)  (  -+)(lm-l-- 1 (-+  )  (_I-ytm-2-1 ... 
(tl  '  0  ,{tz \  0  ~ (tg  . I) 
... (-+  )al1'c -+  )~1-1] 
speciell jene Knotenverbindungen,  welche durch keine wie 
immer  gearteten  'rransformationen  in  solche  von 
anderer  Ordnungszahl  oder  von  gleicher  Ordnungs-
zahl, aber anderem 'PYIJUS  nmg'eformt werden können 
und  daher kUl'zweg  als  eintypige Verschlingungen  bezeichnet 
werden  mögen,  während  alle  übrigen  Knotenverbindung'en  in-
sofel'l1e  mehrtypige Verschlingung'eu vorstellen)  als  sich jede 
derselben  auch in eine Knotenverbil1dul1g' von  anderem Typus 
und grösserel' oder gleicher oder kleinerer Ordnungszahl 
trallsfOTmil'en  lässt. 
Gemäss  der hier  gegebenen Definition  einer eintypigen 
VerschHngung gibt es  also  speciell unter  sämmtlichen positiven 
Knotenvel'bindungen  nullter,  erster  und  zweiter  Ordnung'  nur 
sieben eintypige,  nämlich jene von  den Typen: 
T= [(-+)1];  [(-+)n,  [(-+)2 (-+)0];  [(-+)fl. 
[( -+)\ (-+)0 (-+  ):.J,  [(-+)2 (-+  \  (-+)0],  [(-+)3 (-+  )~], 
hingegen,  wie das nebenstehende empirische Schema: 
(Ordnungszahl  3) 
T  =  [(  -+  )r],  [(-+)1 (-+)0 (-+)1 (-+)2]'  [(-1-).0+)2 (-+)0 (-+)1]' 
[(-+)2 (-+  )iC -+)0]'  [(-+)1 (-+  )~(  -+  )3J.  [(-1-)S(  -+)1 (-l-)~], 
[{( -+  \  (+  )oP] ,  [(  -+),J  -+  )~], 
(Ordnungszahl 4) 
T=  [(-+)~L [(-+-)t(-+)0(-+)Y(-+)2]'  [(-+) i (-+)0 (-+)2 (-+)1], 
[(-+). (-+)2 (-+)1 (-+-)0 (-+)1]'  [(-+)2  (-+)~(-+)o], 
[(-+)1  (-+)~(-+)1 (-+)3]'  [(-+)( (-+)S(-+)~(-+)1]' 
[(-+)3 (-+)i  (-+)~])  [( -+)1 (-+)0 (-+)2 (-+)0 (+)2]' 
. [(+)2 (-+)0 (-+)1 (-+)2 (-+)0])  C( -+)i (-1-)0 (-+)1 (-+)0]' 
C( -1-)1  (-+)~ (-+  \J,  [(-+)il (-+)1 (-+  )~J, 
[(+)2 (+)~(-+-)3 (-+)0]'  [(-+)3 (+)0 (-+-)2  (-+)~), [(-+)5  (-+)~J 
1 
I 
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ersichtlich  macht,  bereits  ac  h tein  typig  e  positive  Knoten-
verbinclungen  dritter,  und sechzehn eben  solche  vierter Ord-
nung')  an  welche Thatsache sich  mit Nothwendigkeit die Frage 
lmUpft,  wie  gross  allgemein  die  einer  beliebigen 
anderen Orclnungsza  h1:  ,q  zugehörige Anzahl:  S  ein-
typiger positiver  1  Knotenverbindllng'el1 ausfällt? 
Um hierttber Aufschluss zu gewinnen,  berücksichtigen wir, 
dass  die  Summen l1H-.91  und  82  für  die  g'enannte  Ordnungszahl 
den  g'emeinsamen Werth:  8+1  erhalten,  mithin  S  als  Summe 
aller Zahlen: zo' Zu :Zl!'  ... Z""  ••• ,z.  aufzufassen ist,  welche an-
geben, wie viele eintypige positive Knotenverbindungen 8tel' Orel-
nU11g fUr 
m =-1, 2, 3, ... k, ... 8+1 
bestehen.  Da nun flir  die Summanden  (leI"  diesen Specialisirnn-
gen von m  entsprechenden Summen 82,  nämlich: 
lt1,  {tt +llz'  (f,t-!-ft2  -I-lta , .. . 
(tl  -1-(12 -1-...  -I-rtt"  ••• U1 -I-U2 +  ... -I- ets+l 
nur ganz  e  pos  i t i v e  Zahlen zulässig sind, und bei eintypigen 
Knotellverbindungen  g'emäss  deren  allgemeinem  Typenschema 
jedem Werthsysteme  der  Grössen:  (tu ft2 ,  alP ., • ak ein  ein-
z i 15' es,  durch die Relationen: 
Pt =  a,,-1, ]12  =  a"'_l-l, ...  1h =  (lt-1 
präcisirtes Werthsystem der symbolischen Exponenten: Pi' 112' Ps' 
... P",  zugehört  7  repräsentiren :zo'  ':l\,  :Z2'  ' .. Xl"  ••• Xs  zugleich 
jene Zahlen,  welche  al1zeig'el1,  wie viele Lösungen in positiven 
ganzen Zahlen die Gleichungen: 
ft1  =  8-1-1,  (lj-l-fl2 =  8-1-1,  et1+u2-1-aa = 8-1-1 
[f,t-l-{/2  -I-{ta +- . . .  + {tk-l  -I-{l" =  8-1-1 
{Lt +(f2+({,S+' ••• +(ls-!-{tS+l =  8+1 
1  Die  Gesammtzahl  alle  r,  diesel'  Ol'dmmgszahl  zugehörigen  ein-
typig'en  Kllotenvel'bindungon  ist  dann  28,  (h  keine  einzige  positive 
KnotellVel'bindung in das Spiegelbild ihrer Rückseite, (1 i. in die ihr corre-
spondil'ende  11 e g a ti  v e  Knote11verbilldung  derselben  Ordnungszahl  trans-
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besitzen.  Auf Grundlage  dieser  einfachen Schlüsse  ergeben 
sich nunmehr  unter Anwendung bekannter Sätze  aus der Com-
binationslehre  fUr  ZO)  Z1)  Z2'  ••• Zk, ••• Zs  der  Reihe  nach  dLe 
Werthe: Zo =1,Z1 .  (~),  Z2 =  (;), ... Sk  (!:) ... 
ZS-l =  (s~l)' Z$ =  1, 
deren Addition fUr  die fragliche Anzahl: S  das einfache Resnltat: 
S  I-t-(n-t-(;)-t-· .. -t-(s~1)+(;)=28 
liefert.  - Die  Gesammtzahl  allel'  positiver eintypiger 
Knotenverbindungen von der nullten  bis .inclllsive stell Ordnung 
ist dann. weiter gleich 2
8+1_.  1. 
Zum Schlusse der vorlieg'enden Arbeit sei es  noch gestattet, 
(le1'en Ergebnisse allfjene Verschlingungen  anzuwenden,  welche 
in biegsamen Ringen durch, längs derenJVI:ittellinien in sich selbst 
zurücklaufende Schnitte  herstellbal'  sind,  wobei wir jedoch,  da 
bekanntlich  alle  del'al'ti gen  Verschlingungen  schon  durch 
Schnitte  e l' s t e r.  A l' t  erzeugt werden  können)  ledig'lich die den 
letzteren zugeordneten Knotenverbindungen in Betracht zu ziehen 
haben. 
Zur. Ableitung  unserer  Folgerungen  genttgt  hienach  die 
Thatsache,  dass - unter  'll  die Umlaufszahl,  unter· t  die Dre-
hungszahl irgend  eines  Schnittes  erster  Art  vel'shtnden - all-
gemein für: . 
1.t=Cl,  t=-t-(ak-l-p)  resp.  ll=ttk-t-p, t=-t-a 
eine und dieselbe negative beziehungsweise l')Ositive Knoten-
vel'bindung(a-2)ter Ordnung mit (n-p) Knoten  kter Art  und 
(p-i) Knoten  (l.-t-l)ter Art  entsteht,  und  die  urspl'ttnglich,ill 
Form  von  Überkreuzungen aufü;etende Gesammtvel'drehung' 
des betreffenden Gebildes  im ersten Falle: +(a-l)X360° im 
zweiten:  -t-(ak-t-p-l) X 360
0  beträgt.  Es ist also hier: 
m =  a-l, 81  =  0,  82 =  k(a-1)-t-(p-l) 
mithin die Bec1ing;ung:  m+81 =  82  ausschliesslich für k =  P =  1 
el'fUllbar,  indem  p  der  Natur der Sache  nach höchstens· gleich 
{I-I werden kann.  Hieraus ergibt sich der merkwttrdige Satz: 
, 
I 
I 
\ 
\ 
\ 
I 
r 
I' 
I 
I  t 
l' 
i' 
I' 
1', 
! 
I. 
,I 
I ,  , ,  , 
L.KoUer·:Auf KnotollverbindulI[len bezügliche Geselze.  Taf.l. 
Fig.l. 
" 
Fig.Z  .. 
Autor del.f.Hesse lith.  Kk.Hof-u StaatsdruchArei. 
Si tzungsb.d.lmis.Almd.d.Wmath. na tu!'w. Classe LXXXIX.BdJI.Abth.1884', j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j Üb. einige allgem., !mf Knot.envel'bindnngen bezUgl. Gesetze.  265 
Unter  allen  in  biegsamen  Ringen  erzeug'baren 
Kno ten verb  i nd  u ngen sind  11 ur jen  e  ein  typig,  wele  11 e 
fUr 
U  =  (t,  t =  +(a+1) resp.  -ll =a+l, t =  +a 
en tstehen  u n4  daher  Spe cialisirung'en  der  b eid e n 
Relationen:  T=[(+)~-l], 1'= [(-)r-1]  bilden. 
Dagegen repräsentirtjede andereKnotenverbindung'(a-2)ter 
Ordnung  kraft  dem  Erfahrungssatze  (u)  zugleich  die  reducirte 
Form  einer  anderen Knotenverbindung  von  der Ordnungszahl 
lc(a-1) +(p-2), welche aus: (a-1) Knoten erster Art und aus: 
{(k-1) Ca-1) +(p-1)} Knoten nullt  er Art besteht, und wUrde 
somit die Herstellung der letzteren Knotenverbindung im Ganzen 
{(ak-l-p) -k-l} Drehungen  um je  360
0  in  Form  von Über-
kreuzungen beanspruchen, indem bekanntlich jede Knotenverbin-
dung so  viele Drehung'en um je 360
0  in sich aufnimmt,  als der 
Schlusstheil des letzten Knotens Knotenbögen überkreuzt. 
Da nUll indem betreffenclen Ringe für tt =  ak+p, t =  +a 
noch  um  k-Überkreuzungen  111 ehr vorhanden  sind,  so  ist die 
re  cl n cti  b 1  e  Form der Knotenverbindung für  di e s e  Specialisi-
rungen  von u  und t  die ursprünglich  sich darbieten  eIe )  folglich 
auch der wichtige Erfahrungssatz, laut welchem der Typus einer 
Knotenverbindung'  durch  eine Vertauschung  der numerischen 
Werthe von 1t und t keine Änderung erfährt, in letzter Linie eine 
theoretisch ableitbare Consequenz des Erfahrungssatzes (6). 
/ 